CAPITULO 14

TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA

14.1 Introducao

No estudo de fungoes da reta na reta, definimos que uma fungao y = g(z), x € Dom(g)
estd dada implicitamente numa equacao envolvendo as variaveis x e y se, para todo
x € Dom(g), o ponto (x, g(x)) é solugao da equagao. Agora, que ja estudamos fungoes
reais de duas variaveis reais, podemos reescrever esta definicao de uma forma mais ele-
gante, conforme apresentado a seguir. Um fun¢do y = g(x), x € Dom(g), estd definida
implicitamente na equacio f(x,y) =0, se f(z,g(x)) =0, para todo x € Dom(g).

Exemplo 14.1.1: Mostre que y = g(x) = v1— 22, || < 1 estd dado de forma
implicita na equacao z? + 3% — 1 = 0.

Solugao: Considerando f(z,y) = 2% +1? — 1 e substituindo y = v/1 — 22 na expressao
de f, encontramos que

2
f<x,\/1—x2>:x2+(\/1—x2> -1 = 2+1-2°-1=0, |2|<1,

o que mostra que y = g(z) = v1 — 2?2, |z| < 1, estd de fato dado de forma implicita
na equacao dada.

Q@
Lembre-se que no estudo de fungoes da reta na reta, mais do que simplesmente estar in-
teressados em funcoes quaisquer definidas implicitamente, nosso interesse se concentra
em funcgoes definidas implicitamente que, além de continuas, também sao diferencia-

veis. Neste caso, para descobrir y' = ¢’(x), j4 conhecemos de dois métodos:

- 12 método: consiste em ser capaz de apresentar explicitamente a funcdo y = g(x) e,
desta forma, calcular diretamente a derivada 3y’ = ¢'(x);

- 22 método: utiliza derivacao implicita para calcular ' = ¢'(z).

244
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Vamos a seguir fazer alguns exemplos relembrando estes fatos.

Exemplo 14.1.2: Sabendo que a fungao diferencidavel y = g(z) estd implicita na
equacao z2 + y? — 1 = 0, determine a equacao da reta tangente ao grafico da funcao g

1 1 e N . .
no ponto E, E , utilizando os dois métodos mencionados acima.
Solucao:

Pelo 12 método, como j& vimos, no Exemplo 14.1.1, que a funcao y = g(z) = v1 — a2,
1 1
|z| < 1, estd implicita na equacio 2? + y> — 1 = 0 e é tal que g (—) = —

V2 V2’

encontramos g de forma explicita, de modo que basta deriva-la diretamente. Neste
caso, obtemos que

g@) = (V=) = —\/%, V2| < 1,

V2

1
de forma que ¢’ (—) = —1 e, portanto, a equacao da reta tangente ao grafico da
- 1
funcao g no ponto | —

1
,— | é dada por
V2 ) b

[\)

——=—|z—-—].
T NG
Pelo 22 método, vamos aplicar derivagao implicita e derivar ambos os lados da equacao
2?2 + 9% — 1 = 0 em relacao a varidvel z. Neste caso, obtemos que

d 2 2 _i
%(x +y —1)_dx(0)

:>2x+2yy':0:>y’:—£, se y # 0.
Y

Portanto, /' (L L) = —1, de modo que a equacao pedida é a mesma obtida pelo
V3 V2
primeiro método.

Q©

Observe que agora, com conhecimentos novos adquiridos, partindo ainda do pressu-
posto de que existe uma fungao diferencidavel y = g(z), © € Dom(g), implicita na
equagdo f(x,y) = 0, temos um 32 método de calcular 3y = ¢'(x). Para isto, vamos
olhar f como uma fungao de duas varidveis, i.e. f = f(x,y), vamos fazer y = g(x)
na equacao f(x,y) = 0 e, finalmente, aplicar a regra da cadeia para obter ' = ¢'(x).
Neste caso, derivando a funcao h, definida por

h(z):= f(z,g(x)) = 0, = € Dom(g)
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temos que

(e 9@) + X (@, g(x))g'(2) = 0,2 € Domlg).

of
ox oy

o

(Lembre-se que Dom(g) representa os pontos interiores do Dom(g).)

Desta forma, se a—f(a:,g(x)) # 0, temos que
Y

o ey e :
g(r)=y = _af :_8f , © € Dom(g) . (1)

o (z, g(x)) By (z,y)
Exemplo 14.1.3: Resolva o Exemplo 14.1.2 utilizando a férmula obtida acima.

Solugao: Neste caso, temos que f(z,y) = 22 + y*> — 1, de modo que, utilizando a
férmula dada em (1), encontramos que

o (z,y)
PSS 2x x of
y=-02 L= o T e Zo(ay) =y #0.
g(m y) 2y Y y
oy’
Portanto, 7/ '<1 L) = —1. Desta forma, a equacao da reta tangente ao grafico da
V22
1

funcao g no ponto | —= ¢é dada por

)

[\
Sl
SN—

]

Exemplo 14.1.4: A fungao diferencidvel y = g(z) estd definida implicitamente na
equacao
y* + zy + 2® = 3.

Determine ¢ em termos de x e y, utilizando diferenciacao implicita e a férmula dada
em (1).

Solugao: Utilizando derivagao implicita, obtemos que

d g 5y _
dx(y +:cy+3:)—dx(3)

=3y +y+ay +32° =0=y (3y° +2) = —32" —y.
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Se 3y% + x # 0, temos entao que

322 +y
=1y =— .
Y 3y +

Utilizando agora férmula dada em (1), onde f(z,y) = v + 2y + 23 — 3, encontramos
que

af(w Y)
3, s 2 32
y/:_&c—:__xz_ v —{—y7 se3y2+x7é0.
%(xy) 2y 3y’ +
oy’

Podemos generalizar nosso raciocinio e trabalhar com fungoes implicitas em dimensoes
maiores. E o que faremos a seguir.

14.2 Funcoes Definidas Implicitamente

DEFINICAO 14.2.1: Dada uma funcio

F : Dom(F) C R**™ — R™
(X,Y) = (21, s Ty Y1y ooy Ym) —  F(X,Y)=F(x1, T, Y1y oy Ym)

dizemos que a funcao g : Dom(g) € R™ — R™ esta definida implicitamente na equagao
F(X,Y) =0,

se F(X,g(X)) =0, para todo X € Dom(g).

Exemplo 14.2.1: Determine y e z, como funcgoes de x, implicitas nas equagoes abaixo.
r+y+z
2r4+2 = 2

Solucao: Vamos primeiro exercitar a identificacao de X, n, Y, m, F e g, apresentados
na Definicao 14.2.1. Neste caso, encontramos que X =z, n=1,Y = (y,2), m = 2,

F:Dom(F)CR'" — R?
(X,)Y) =(z,(y,2) — Flz,(y,2)=(r+y+z—-1,2x4+2—-2) "’

g:Dom(g) CR — R?
x = g(x) = (y(z), 2(x))

Vamos entao determinar (y(z),z(z)) =Y = g(X) = g(z), implicita na equagao

F(z,(y,2))=(x+y+2z—1,2cx+2—-2)=(0,0).
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Temos portanto, que resolver o sistema

r+y+z—1 = 0
2r+2—2 = 0

Da segunda equagao, encontramos que z = z(x) = 2—2x. Substituindo agora z = 2—2x
na primeira equagao, encontramos que y = y(z) = l—zx—z =1—2r—(2—2z) = —1+=z,
x € R. Desta forma, segue que

z = z(x)=2-2x |
r e R
y = yl@)=z-1

estdo implicitas na equagao F(x,(y,2)) = (r+y+2z—1, 2x 4+ z —2) = (0,0).

Exemplo 14.2.2: Determine z, como funcao de = e y, implicita na equagao
2?2+ 422 =1.

Solugao: Vamos novamente, exercitar primeiro a identificacao de X, n, Y, m, F' e
g, apresentados na Defini¢ao 14.2.1. Neste caso, encontramos que X = (z,y), n = 2,
Y =2 m=1,

F:Dom(F)CR*! — R
(X,Y)=((z,9),2) = F(lx,y),z)=2>+y*+22-1"

=

g: Dom(g) CR* —s
(z,y) = g(z,y) = z(2,y)
)7

Vamos entao determinar z =Y = ¢g(X) = g(x,y

implicita na equacao
F((z,y),2) =2 +y*+ 2> —1=0.
Resolvendo entao a equagao acima para z, encontramos as duas possibilidades abaixo

gl(l’,y):Z(ZE,y): V(l_xQ_y2)7 $2+y2§1
92($ay)zz($a?/>:_v (1—x2—y2), $2+92§1

@
14.3 Derivadas de Funcoes Definidas Implicitamente

Conforme feito antes, vamos supor que a fungao diferencidvel Y = g(X), X € Dom(g),
estd definida implicitamente na equacao F(X,Y) = 0, e vamos calcular ¢'(X), X €

Dom(g), utilizando derivagao implicita.
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Exemplo 14.3.1: Considere as equagoes

T+Yy+z =
2c+2z = 2.

Supondo que y e z sao fungoes diferenciaveis de x que estao implicitas nas equacoes
dz

. . Y . . . . ~ .
acima, determine o e T derivando implicitamente as equagoes acima.
x T

Solucao: Derivando implicitamente as duas equacoes dadas acima, temos que

dy dz
1+—=+— =0
+da:+da:
dz
24— =0
dx
: y dz :
Portanto, para determinar — e T devemos resolver o sistema
x x
dy
)] ()
01 d= 2
dx
Desta forma, temos que
dy
L) G)G ) G) (L)
dz 0 1 2 0 1 2 -2
dx

De fato, reparando que este é o Exemplo 14.2.1, onde encontramos que as fungoes

y =y(x) e z = z(x), implicitas nas duas equagoes dadas, sdo as fungoes, y(z) =z — 1

d dz
e z(x) =2 — 2z, x € R, comprovamos mais uma vez que d_i =1le pri —2.

Exemplo 14.3.2: Considere a equagao
24yt =1.

Supondo que z é uma funcao diferenciavel das variaveis x e y, que esta implicita na

. . z 0z ., . o N
equacao acima, determine — e — derivando implicitamente a equacao dada.

or Oy
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Solucgao: Derivando implicitamente a equacao dada acima, tanto em relacao a variavel
x, como em relagao & variavel y, temos que

0z
2 2z— = 0
x4+ 2z pe
0z
20+ — = 0
Y By
Portanto, se z # 0, segue que
0z oz
or z
0z B
oy oz

De fato, reparando que este é o Exemplo 14.2.2, onde encontramos que as funcoes
gi(z,y) = 2(z,y) = V(1 — 22 —2), 2% +y® < Lego(a,y) = 2(z,y) = —/(1 — 22 — y?),
22 + 9% < 1, estao ambas implicitas na equacao dada, e calculando diretamente as de-
rivadas parciais, de ambas as fungoes, comprovamos, como esperado, que

%(m ) = 9z _ z __*
ox = ox N (1—x2—y2) N z
%(w y) = 9z _ _ Y __Y
dy dy (1 — 22 —y?) Z
e
%(x ) = 9z _ L __*
oz Y T ar T (1_x2_y2)_ z
0% 4,y = 2= Y =Y
dy Ay (1 —22—y?) z

Exemplo 14.3.3: Considere as equagoes

x2+y2+22 =
Yz —2 =

o Ot

Suponha que z e y sao funcoes diferenciaveis de z que estao implicitas nas equacoes

. . X ) . . . . ~ .
acima. Determine T e 7 derivando implicitamente as equagoes acima.
z z

Solugao: Derivando implicitamente as duas equacgoes dadas acima, temos que

dx dy
20— +2y—+2z =
xdz+ ydz+ - 0

d d
yzd—j+x2d—z+xy = 0.
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d d
Portanto, para determinar ar e —y,
dz z
dx
( 2 2y ) dz _
yz T2 @
dz
. 2y . ,
Desta forma, se a matriz i for inversivel,
dx
dz _ (2
dy Yz Tz
dz

Exemplo 14.3.4: Considere as equagoes

TU + Yv + Zw
r+yt+tz+tut+ovtw
Y + Zuv +w

Suponha que x, y e z sao fungoes diferenciaveis de

x 8y 0z
ow’ 6w ow

equacgoes acima. Determine —

com respeito a w.

N

devemos resolver o sistema

!

2z
Ty

)

temos que

)

2z
Ty

0

u, v e w que estao implicitas nas

derivando implicitamente as equagoes acima

Solugao: Derivando implicitamente as trés equacoes acima, temos que

o Oy 0n
Yow " Yow T Yow 7
on oy 0=
ow Jw Ow
@—i—x@—kuv%—i—l
Yow ow ow
Portanto, para determinar — 83/ 02 devemos
w dw  ow’
Ox
ow
uovw
11 1 @ =
Yy x uv ow
0z

dw

0
0,

0

resolver o sistema
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U vow
Desta forma, se a matriz | 1 1 1 for inversivel, temos que
Yy T uv
ox
ow
-1
u vow z
L I 1
Ow Yy T ouv 1
0z
ow
@
- Oor Oy 0z
Observacgao 14.3.1: Analogamente, podemos determinar 90 8—y e e derivando im-
v’ Jv _Ov
.. - . N _ x Oy 0z .
plicitamente as equagoes acima com respeito a v e determinar —, — e — derivando
ou’ Ou Ou

implicitamente as equagoes acima com respeito a u.

Baseado nos exemplos resolvidos acima, observe que para resolvermos os sistemas apre-
sentados, é necessario que o nimero de equagoes dadas seja igual ao nimero de fungoes
definidas implicitamente. Isto é, que os espacos contradominios de F' e g tenham a
mesma dimensao. Por causa disto, é que no nosso modelo, estes niimeros sao ambos
representados por m.

Podemos enquadrar os exemplos anteriores como casos particulares de um caso mais
geral, o qual, partindo do conhecimento da existéncia de uma funcao diferenciavel
Y =g¢g(X), X € Dom(g), implicita numa equagao da forma

F(X,Y) = 0,

concentra-se em determinar Y’ = ¢'(X), X €Dom(g). Para atingir este objetivo,
vamos utilizar a regra da cadeia.

Para facilitar o desenvolvimento a seguir, vamos definir a fungdo G(X) = (X, g(X)).
Desta forma, temos que

F(X,9(X)) = F(G(X)) = 0.
Portanto, pela regra da cadeia, temos que

FI(G(X)).G'(X) = o,



Cdlculo 2B - Notas de Aula (em construgcdo) - Prof® Denise 2018-2253

onde (.) é multiplicagdo matricial. Observe que

oh Oh Oh of
Sho L Hhdh
hoGh SR LR
PEX) =FXx)=| ]
Ofm Ofm Ofm  Ofm
oY O G

onde cada uma das derivadas parciais ¢ avaliada em G(X) = (X, g(X)). Para auxiliar,
vamos definir as seguintes matrizes

on on
8x1 o 8mn
o
811 o aZL‘n
F(@O0) = Fx(Xo) = | |,
Ofm Ofm
oxy Oz,
€
oh o
oy OYm
o, o
o1 OYm
REX) =R(Xgx)=| |
Of  Ofn
oy OYm

onde, cada uma das derivadas parciais, conforme dito, é avaliada em G(X) = (X, g(X)).
Neste caso, temos que

FIG(X)) = (FX<G<X>> f FY<G<X>>)

Observe que, X = (21,2, ...,x,) € g(X) =Y = (y1,¥2, ..., Yn), de modo que,

G(xlvx% axn) = G(X) = (Xag<X)) = (1'1,113'2, coy Ty Y1, Y2, ayn)
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Desta forma, temos que

XI
G'(X) = =
9'(X)
Note que, como Ori 0,sei+#7, e %
8@ (995]-
X/
G'(X) = =
g'(X)

8x1
3x1

OYm
aﬂfl

8361
o,

Y
ox,

=1, se ¢ = j, segue que

ox,
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Utilizando uma notacao mais sucinta, onde [,, é a matriz identidade n x n e

o Oy
oxy  Ox,
J(X) = :
Ym OYm
8x1 o 8%
temos que,
X' I,
GX)=| . = | ...
g9'(X) 9'(X)

Desta forma, podemos reescrever a regra da cadeia
F'(G(X)).G'(X) = 0,

F(G(X)).G'(X) = (FX(G(X)) : FY(G(X))) ........ ~0.

Com isto, temos que
Fy(G(X)). T+ Fy(G(X)).¢/(X) = 0.
Portanto, se Fy (G(X)) for inversivel, temos que

J(X) =~ (F(G(X)) . Fx(G(X)).

Isto é,

g'(X) = = (Fy(X,9(X))) ™" Fx(X, g(X)).

Exemplo 14.3.5: Nos Exemplos 14.3.1, 14.3.2, 14.3.3 e 14.3.4, especifique X, n, Y,
m, F e g, de acordo com a Definicao 14.2.1. Além disso, determine Fx (X, g(X)),
Fy (X, 9(X)) e ¢(X), conforme definidos acima.

Solucgao:

No Exemplo 14.3.1, temos que

X=z n=1 eY=(y,2), m=2
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F:Dom(F) C R'*? — T2
(X,)Y)=(z,(y,2)) — Flz,(y,2)=(r+y+z—1,20+2-2) "’

g:Dom(g) CR — R?
x = g(x) = (y(@), 2(2))
Além disso, estamos falando sobre a funcao diferenciavel (y,z) =Y = g(X) = g(x),
que esta implicita na equagao

F(z,(z,y)=(z+y+2—-1, 20+ 2—-2)=(0,0).

Sendo assim, temos que

FX(X79<X>) = Fx(l', (ya Z))

I
A/~
[N
S~

FY(Xag(X)) = F(y,z)(xa (y> Z))

Il
VRS
o =
= =
~

dy

ox

0z

ox
Portanto, a férmula

J'(X) = = (Fy(X,9(X))) " Fx(X,9(X)),

neste caso, é reescrita como

dy
o |G ()
92 01 2 )
ox
No Exemplo 14.3.2, temos que
X=(z,y), n=2, eY=z m=1

F:Dom(F)CR** — R
(XY)=((z,9),2) = Fllzy),z)=2"+y"+22-1"
g:Dom(g) CR*> — R
(z,y) = g(zy) = z(x,y)
Além disso, estamos falando sobre a funcao diferenciavel z =Y = ¢g(X) = g(z,y), que

estd implicita na equacao

F((z,y),2) =2 +y*+ 2> —1=0.
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Sendo assim, temos que

Fx(X,g(X)) = Fuy)((z.y),2) = (2¢ 2y ),

Fy(X,9(X)) = F.((z,y),2) = ( 22 ),

s =g = (5 5 )

Portanto, a férmula

J'(X) = = (Fy(X,9(X))) " Fx(X,9(X)),

caso Fy (X, g(X)) = F.((x,y), 2) seja inversivel, neste caso, é reescrita como
0z 0z -1
ZEZE ) (2 2 2y ).
(2 %) e (o) (20 )

No Exemplo 14.3.3, temos que
X=z n=1 eY=(z,y), m=2

F:Dom(F)C R — R?
(X)Y)=(2(zy) = Flz(zy)=0@"+y" +2° -5y —2) ’

g:Dom(g) CR — R?
z = g(2) = (2(2),9(2))
Além disso, estamos falando sobre a funcao diferencidvel (z,y) =Y = g(X) = g(2),
que esta implicita na equagao

F(z,(z,y)) = (2* + > + 2° = 5,2yz — 2) = (0,0).

Sendo assim, temos que

Fx(X.g(0) = Fe ) = (25,

Fy(X.9(X)) = Flo(z (2.3)) = ( 20 2y ) |

Yz Tz
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Portanto, a férmula

J'(X) = — (Fy(X,9(X))) ™" Fx(X, (X)),

caso Fy (X, g(X)) = Fiz) (2, (x,y)) seja inversivel, neste caso, é reescrita como

ox

0z [ 2r 2 2z
y a Yz T2 xy )
0z

No Exemplo 14.3.4, temos que
X = (u,v,w), n=3 eY =(x,y,2), m=3,

F : Dom(F) C R3*3 — R?
ru+yv+ 2w —1
(X,Y) = ((u,v,w), (x,y,2)) — F(lu,v,w),(z,y,2))=| v+y+z+ut+v+w
TY + 2Uuv +w

g:Dom(g) CR® — R?
(u, v, w) = g(u,v,w) = (z(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

Além disso, estamos falando sobre a fungao diferencidvel Y = (z,vy,2) = g(u,v,w) =
9(X), que estd implicita na equagao

ru+yv+ 2w —1 0
F((u,v,w),(a:,y,z)): rt+ytztutvtw = 0
Yy + zuv + w 0

Sendo assim, temos que

r Yy =z
FX(Xag<X>> :F(u,v,w)(<u7v7w)7(‘Z.aywz)) = 1 1 1 )
v ozu 1

|
)

U ovow
FY(X,g(X)):F(x7y7z)((u,v,w),(:p,y,z)): 11 1
Yy T uv
e
Oou Ov Ow
/ / dy 0y Oy
X = = - = =
9(X)=4g'(z) 5 Jo B
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Portanto, a férmula

J'(X) = = (Fy(X,9(X))) " Fx (X, g(X))

caso Fy(X,9(X)) = Flay((w,v,w),(x,y,2)) seja inversivel, neste caso, é reescrita

CcOomo

ox

ou
dy

ou
0z

ou

Segue entao, que

%
ov
9%
ov
%
ov

%
ow
%
ow
%
ow

ox
ow

ow

0z
ow

—

—_

< =2

—_

—_

8 =

vow r Yy z
1 1 1 1 1
T Uuv v ozu 1
-1
w
1 1 ,
UV 2U
-1
w Y
1 1
UV 2U
-1
w z
1 1
Uv 1
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@
14.4 Teorema da Funcao Implicita

Na secao anterior, vimos que, admitindo-se que existe uma funcao diferenciavel Y =
g(X) implicita na equagao F(X,Y) =0, se Fy (X, g(X)) é inversivel, entdo a regra da
cadeia nos diz que

J'(X) = = (Fr(X,9(X))) " Fx(X, g(X)).

O Teorema da Funcgao Implicita, que vamos enunciar a seguir, de fato afirma que se
(Xo, Yp) é tal que F'(Xy, Yy) = 0 e Fy(Xo, Yy) é inversivel, entdo numa vizinhanga de X,
existe uma funcao diferenciavel Y = g(X) que estd implicita na equagao F(X,Y) = 0.
Confira o teorema a seguir.

TEOREMA 14.4.1: (Teorema da Funcao Implicita) Seja F' : Dom(F) C
R™™™ — R™ uma funcao de classe C* em um aberto A C Dom(F). Suponha que
existem Xy € R" e Yy € R™, (Xo, Yo) € A, tais que

i) F'(Xo,Yp) = 0;

ii) Fy(Xo,Yy) é inversivel.

Entao, num aberto N C R", contendo Xy, existe uma funcao g de classe C!, g : N C
R™ — R™, tal que Yy = g(Xo) e F(X,¢(X)) =0, para todo X € N. Além disso,

J'(X) = = (Fy(X,9(X))) " Fx(X,9(X)).

Observe que dizer que existe uma funcao diferenciavel Y = ¢g(X) implicita da equacao
F(X,Y) = 0, numa vizinhanga do ponto (X, Yp), equivale a dizer que numa vizinhanga
do ponto (X, Yp), o conjunto de nivel zero da funcao F' pode ser descrito como grafico
de uma fungao diferencidvel g. Isto é, numa vizinhanca de (Xo,Yp), o conjunto des-
crito de forma implicita (como conjunto de nivel de uma fungao F') também pode ser
descrito de forma explicita (com grafico de uma outra fungao, a fungao g). Pensando
desta forma, vamos analisar duas situagdes simples e verificar que pedir que Fy (X, Yp)
seja inversivel é bem natural.

Considere uma curva C' em R? que satisfaz F(z,y) = 0, onde F é uma funcio dife-
renciavel. Isto é, C esta contida na curva de nivel zero de F. Observe que para ser
possivel que, numa vizinhanga do ponto (xg, 3o), possa-se escrever y como funcao de z,
i.e. para que esta parte da curva represente o grafico de uma func¢ao nesta vizinhanca,
a curva nao pode ser vertical numa vizinhanga do ponto (zg,yo). Uma forma de evitar
que a curva nao seja vertical numa vizinhanga do ponto (zo,yo) é impedir que a reta
tangente a curva no ponto (xg,yo) seja vertical. Como sabemos que o gradiente da
funcao F' é perpendicular as suas curvas de nivel, pedir que a curva nao tenha reta
tangente vertical é pedir que o gradiente de F' nao seja horizontal. Ou seja, é pedir que

a segunda componente do vetor gradiente de F' nao seja nula, i.e. e # 0. Como aqui
Y
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oF oF
Y =y, — = Fy, entao — # 0 equivale a Fy # 0, conforme diz o Teorema da Fungao

Ay Ay

Implicita. Com isto evitamos casos onde a curva apresenta um formato de ( ou ) na
vizinhanga do ponto (z, o), que é o caso, por exemplo, da circunferéncia dada pela
equagao z2 + y* = 1, nos pontos (1,0) e (—1,0). E claro que com isto também elimi-
namos casos de curvas que na vizinhanca do ponto (zg, o) apresentam um formato do
tipo [ ou seu reflexo em relagdo ao eixo y, que nao impedem a possibilidade de serem
graficos. Entretanto, observe que neste caso, apesar da possibilidade da existéncia da
funcao g, da qual a curva seria o grafico, no ponto xy a funcao g nao seria diferenciavel,
pois a reta tangente ao grafico é vertical. E importante ressaltar que o Teorema da
Funcao Implicita é um teorema de SUFICIENCIA apenas, nao de necessidade. No final
da secao veremos um exemplo que prova esta afirmacao. Note que o caso citado an-
teriormente nao serve para este intuito, pois uma funcao com este formato de grafico,
conforme observado, nao pode ser diferenciavel.

Da mesma forma, vamos agora considerar uma superficie S em R3 que satisfaz &
equagdo F(x,y,z) = 0, onde F' é uma fungao diferenciavel. Isto é, S estd contida
na superficie de nivel zero de F'. Observe que para ser possivel que, numa vizinhanca
do ponto (xg, Yo, 20), possa-se escrever z como funcao de x e y, isto é para esta parte da
superficie represente o grafico de uma funcao nesta vizinhanca, a superficie nao pode
ser vertical numa vizinhanga do ponto (zg, o, 20). Como sabemos que o gradiente da
funcao F' é perpendicular as suas superficies de nivel, pedir que a superficie nao seja
vertical é pedir que o gradiente de F' nao seja horizontal. Ou seja, é pedir que a ter-

ceira componente do vetor gradiente nao seja nula, i.e. 5. # 0. Como aqui Y = z,
2z
oF . OF ) . ~
— = Fy, entao 5 # 0 equivale a Fy # 0, conforme diz o Teorema da Funcao
z z
Implicita.

Exemplo 14.4.1: Considere as equagoes

vy + yz
zyz+1 = 0.

a) Mostre que numa vizinhanga do ponto (1,1, —1), x e y podem ser escritas em fungao

de z.

d d
b) Determine e o ponto z = —1.

dz dz

Solucao:
a) Como trata-se de um caso de aplicagdo do Teorema da Funcao Implicita, vamos
comegar identificando n, m, X, Y, F, g, Fx e Fy.

X=z eY=(zy), Xo=z2=-1 e Yy=(z0,y) = (1, 1),

F:Dom(F)C R — R?
(X.Y) = (2, (x,y) = Flz(zy) =@y +yz, zyz+1) 7

g:Dom(g) CR — R?
z = g(2) = (2(2),y(2))
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Vamos agora analisar se as hipoteses do Teorema da Funcao Implicita sao satisfeitas.
A primeira hipétese do Teorema da Funcao Implicita que F' deve satisfazer é a de ser
uma funcao de classe C!. Isto é de fato satisfeito, pois as funcoes coordenadas de F sao
polinomiais. A segunda hip6tese do Teorema da Funcao Implicita que F' deve satisfazer
¢ a de que F(Xo,Yy) = F(20, (x0,y0)) = F(—1,(1,1)) = (0,0). Esta condigao também
é satisfeita, pois F'(—1,(1,1)) =(1—-1, —141) = (0,0). Por ultimo, devemos verificar
se Fy(Xo,Y0) = Flaoy) (20, (20, Y0)) = Flay)(—1,(1,1)) é inversivel. Como

20y 2+ z
F(se,w(z,(x,y)):( Y )

Yz Tz

temos que

Faa (e (a0 ) = P10 = (59 ).

Desta forma, F,,)(—1,(1,1)) é inversivel, pois seu determinante ¢é diferente de zero.
Sendo assim, como foram satisfeitas as trés hipéteses do Teorema da Fungao Implicita,
temos que, num aberto N C R, contendo z, = —1, existe uma funcao de classe C*,
g: N CR =R g(2) = (2(2),y(2)), tal que (1,1) = (z0,%0) = g(20) = g(~1) ¢
F(z,9(2)) = F(z,(z(2),y(z))) = (0,0) para todo z € N. Portanto, temos que existe
uma vizinhanca do ponto (g, yo, 20) = (1,1, —1), tal que, nesta vizinhanga, x e y po-
dem ser escritos em fungao de z.

b) Adaptando a férmula apresentada no Teorema da Funcao Implicita para este caso
particular, temos que

dxz

—(=1)

dz
J(Xo) =9'(2) =g'(-1) = = — (Fy(Xo,9(X0)) ™" Fx(Xo, 9(Xo))
Y
dz

= — (Floy(20,9(x0))) " Fu(0,9(x0))

- = (F(Ivy)<_1v<1’1>>) FZ(_L(l?l))'
Como
Fe(X,9(0) = o)) = (1)
segue que
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de modo que
- < |0 >_1 ( ! )
dy -1 -1 1

- ()0
- (35)

2 0\
Abaixo, temos o célculo de ( 1 1 ) .

2 0 :10 li=l1/2 1 0 : 1/2 0
-1 -1 : 01 -1 -1 : 0 1
ZQerQ\j‘Qll 1 0 1/2 O
0 -1 i 1/2 1

lo=—I2 10 1/2 0
01 —1/2 -1

Exemplo 14.4.2: Considere as equacoes

P2 Hyu+rzv+w = 0
r+y+uww+1 = 0.

a) Mostre que numa vizinhanga do ponto (z,y, u,v,w) = (1,—1,1,1,—1), z e y podem
ser escritas em funcgao de u, v, w.

or Oy
b) Determine — e — no ponto (1,—1,1,1,—1).
) 5. © 5, 1o ponto ( )
Solucao:
a) Como trata-se de um caso de aplicagdo do Teorema da Funcao Implicita, vamos
comecar identificando n, m, X, Y, F, g, Fx e Fy.

X = ('U/,'U,’LU) e Y = (x7y)7 XO = (U(),U(),wo) = (17 17 _1) € }/E) = (13073/0) = (17 _1)7

F : Dom(F) C R3+2 — R?
(X,Y) = ((w,v,0), (z,9) =  F(lu,v,0),(z,9) = (@* +yutazv+w, z+y+uww+1)
e
g:Dom(g) CR® — R?
(u, v, w) = g(u,v,w) = (x(u, v, w), y(u, v, w))
Vamos agora analisar se as hipdteses do Teorema da Funcao Implicita sao satisfeitas.
A primeira hipdtese do Teorema da Funcao Implicita que F' deve satisfazer é a de ser
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uma funcao de classe C!. Isto ¢ de fato satisfeito, pois as funcoes coordenadas de F' sao
polinomiais. A segunda hipotese do Teorema da Funcao Implicita que F' deve satisfazer
¢ a de que F(Xo,Yy) = F((uo, v, wo), (xo,40)) = F((1,1,-1),(1,—1)) = (0,0). Esta
condigao também é satisfeita, pois F'((1,1,—1),(1,—-1)) = (1—-14+1—-1, 1—-1—-141) =
(0,0). Por tltimo, devemos verificar se Fy(Xo,Yy) = Flay) (1o, v, wo), (To,%0)) =
Flay((1,1,-1),(1,-1)) é inversivel. Como

Fa((wn) ) = (2570 1)

temos que

F(z’y)((u()’v()’w@)? (x07y0)) = F(m,y)((la L, _1>7 (17 _1)) - < i) 1 ) .

Desta forma, F,,)((1,1,—1),(1,—1)) é inversivel, pois seu determinante é diferente
de zero. Sendo assim, como foram satisfeitas as trés hipoteses do Teorema da Fungao
Implicita, temos que num aberto N C R? contendo (ug, vo, wg) = (1,1, —1), existe uma
funcao de classe C', g : N C R® — R? g(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w)), tal que
(1, =1) = (w0, 90) = g(uo, vo, wo) = g(1,1, 1) e

F((u,v,w), g(u,v,w)) = F((u,v,w), (z(u,v,w),y(u,v,w))) = (0,0) V (u,v,w) € N.

(
Portanto, temos que existe uma vizinhanga do ponto (zo, yo, g, vo, wo) = (1,—1,1,1,—1),
w

1
tal que, nesta vizinhanga, = e y podem ser escritas em funcao de (u, v, w).
b) Adaptando a férmula apresentada no Teorema da Fungao Implicita, para este caso

em particular, temos que

g/(Xo) = gI(U07U0>w0)

ox 01‘ ox
= g/(17 17 _1) =
dy 8y Jy

= — (Fy(Xo,9(X0)) ™" Fx(Xo, 9(Xo))
= - (F(Cl?,y)<<u07 g, W), g(uo, Umwo)))_l Flusoaw) (0, 00, wo), 9(t0, vo, wo))

= — (Flog((1,1,-1), (1, 1)) Fluwa((1,1, 1), (1, ~1)).

Como

W Uw  uv

FMK%MFmewwwM%w:(y d 1)

segue que

-1 11
Pl 1000 = (T 1)
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de modo que

ox ox ox
S (LL=1) So(11,=1) 2= (1,1, 1)

]

y 0y dy
8u(1,1, 1) au<1’1’ 1) aw(1,1, 1)
Portanto
ox
N BN E)
- o\11 "\ -1

dy
%(1,1,—1)

- -(p ) ()

-1
Abaixo, temos o céalculo de ( i1’> 1 > )

11 :01 31 :10
l2=l3—31 1 1 :0 1
0 -2 : 1 =3
ly=—15/2 11 : 0 1
01 —1/2 3/2
L=l 1 10 1/2 —1/2
01 : —1/2 3/2

Exemplo 14.4.3: As equagoes
203y +ya® + 17 =
r+y+t—1 =
definem implicitamente uma curva C' parametrizada por y(t) = (x(t), y(t)) que satisfaz

ay(1) = (—=1,1). Determine a reta tangente a C' em ¢ = 1.

Solugao: Vamos oferecer duas solugbes para este exemplo. A primeira serd aplicando
o Teorema da Funcao Implicita. Para isto, vamos inicialmente identificar n, m, X, Y,
F, g, FX e Fy.

X =t eY:(l'ay)a ontozl e%:($0ay0):(_1’1)7
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F:Dom(F) C R'? — T2
(X,Y)=(t,(x,y) = Ft(2,y9) =2y +ya? + o +y+t-1)°

e a funcao ¢ foi chamada de v, de modo que

v:Dom(y) CR — R2
t = () = (1), y(t))

Como a equacao da reta pedida é dada por
(,y) =v(1) + (1), A€R,

devemos determinar 4/(1). Observe que as hip6tese do Teorema da Fungao Implicita sao
satisfeita. De fato, a primeira hipétese é a de que F' seja uma funcao de classe C*, que
é satisfeita, pois as fungoes coordenadas de F' sao polinomiais. A segunda hipétese do
Teorema da Fungao Implicita é a de que F(Xy, Yy) = F(to, (0, y0)) = F(1,(—=1,1)) =
(0,0). Esta condi¢ao também é satisfeita, pois F/(1,(—1,1)) = (=2+1+1, —1+14+1—
1) = (0,0). Por ultimo, temos que Fy(Xo,Yy) = Flzy) (to, (T0,%)) = Flay(1,(=1,1))
¢ inversivel, uma vez que

622y + 2zy 22 + 22
Fu(t. (o) = (7] .,

e, portanto,

F(l’:y)(t()v (x()vy())) = F(a:,y)(L (_17 1)) = ( 411 _1 ) .

que é uma matriz é inversivel, pois seu determinante é diferente de zero. Desta
forma, como satisfizemos as trés hipdteses do Teorema da Funcao Implicita, temos
que num aberto N C R contendo t; = —1, existe uma funcao de classe C*, ~ :
N C R — R A(t) = (x(t),y(t), tal que (=1,1) = (wo,90) = Y(to) = g(1) e
F(t,y(t)) = F(t, (x(t),y(t))) = (0,0) para todo t € N. Portanto, temos que existe
uma vizinhanca do ponto (¢, zo,%0) = (1,—1,1), tal que, nesta vizinhanca, x e y po-
dem ser escritas em funcao de t. Adaptando a férmula apresentada no Teorema da
Funcao Implicita, para este caso em particular, temos que

dx
—(1)
dt
7' (Xo) = (to) =7'(1) = ; = — (Fy(Xo,7(X0))) " Fx(Xo,7(Xo))
Yy
E(l)
= — (Flw(to.1(t0))) " Filto, (to))

= — (Fay(1,(=1,1))) " F(1, (=1, 1)).

Como

segue que
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de modo que
dt 4 -1\ (2
e[ =) )
dy

. 1/5 1/5 2
- —1/5 4/5 )"\ 1
B -3/5
- —2/5 )

Desta forma, a equacao da reta pedida ¢ dada por

(z,y) = v(1)+ M (1), AeR
= (=1,1)+X(3/5,2/5), XeR.

4 -1\
Abaixo, temos o céalculo de ( ) :

1 1
4 -1 : 10 Iy 4+lo 1 1 01
(1 1201) - 4 -1 10)
lo=ly—4l; 1 1 0 1
- 0 -5 1 —4>
etos (11 0 1)
01 : —1/5 4/5
h=li—l 1 0: 1/5 1/5
- 01 : —1/5 4/5>'
Uma outra solu¢do possivel de determinar +/(1) = (2/(1),y'(1)), sem passar pela

formula apresentada no Teorema da Funcao Implicita, é derivando implicitamente as
equacoes

20°y + yx? + 12 =
r+y+t—1 = 0.
Neste caso, temos que
6 (t)2' (t)y + 22° (1) (t) + o' ()2*(t) + 2y(Dx(t)2'(t) + 2t =
POy +1 =

Sendo assim, fazendo ¢t = 1 nas equagdes acima, como (1) = (z(1),y(1)) = (—1,1),
obtemos que

62'(1) — 2y'(1) +¢/(1) — 22" (1) +2 =

71 +y(1)+1 = 0,

o
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ou seja
42'(1) —y/(1) = -2
dM)+y (1) = -1
Portanto, para determinar /(1) e 3/(1), devemos resolver o sistema
Desta forma, temos que

(1)
> ) --()
o))

N——

Exemplo 14.4.4: Considere a funcao de classe C*

F(az,y,u,v) = (fl(a:,y,u,v),fg(a:,y,u, U))
Suponha que F(1,2,3,5) = (0,0) e defina X = (z,y) e Y = (u,v). Sabe-se que

2 -1 3 5
F'(1,2,3,5) =
0 1 -20

Seja S = {(X,Y) e R*| F(X,Y) = (0,0)}.
a) Mostre que S é o grifico de uma fungao de classe C!, Y = ¢g(X), numa vizinhanca
no ponto (1,2,3,5) € S.
b) Determine ¢'(1,2).

¢) Obtenha a melhor transformagcao afim que aproxima g numa vizinhanca de X, =
(w0, yo) = (1,2).

Solucgao:
a) Como trata-se de um caso de aplicacdo do Teorema da Funcao Implicita, vamos
comegar identificando n, m, X, Y, F, g, Fx e Fy.

X =(z,y) e Y = (u,v), Xo=(xo,5)=(1,2) e Yy= (up,v0) = (3,5),

F:Dom(F)CR?*™? — R?
(Xv Y) = ((177y)7 (U7U)) = F((Z‘ay)’ (u7v)> = (fl((xvy>’ (uav))vf2((xay)7 (U’U)» ’

e
g:Dom(g) CR? — R?

(2,9) = glzy) = (u(z,y),v(zy)
A primeira condicao do Teorema da Funcao Implicita que F' deve satisfazer é a de

ser uma funcao de classe C!. Isto é de fato satisfeito, por hipétese. A segunda
condi¢ao do Teorema da Funcao Implicita que F satisfazer é a de que F(Xy,Yy) =
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F((zo,90), (uo,v0)) = F((1,2),(3,5)) = (0,0), aqual também é satisfeita, por hipétese.
Por tltimo, devemos verificar se Fy(X Yo) = Fluw (%o, Y0), (to,v0)) = Fluw((1,2),(3,5))
é inversivel. Observe que
or Jdy Ou Ov
F'(1,2,3,5) = :
Jr Jdy Ou Ov

onde todas as derivadas parciais sao avaliadas em temos que (1,2,3,5). Desta forma,
temos que

o of

Fum(@2.35) = | —( 35)

(wo){{1,2),(3,9)) = o o | \20)
ou Ov

Portanto, F,.)((1,2),(3,5)) é inversivel, pois seu determinante é diferente de zero.
Desta forma, como satisfizemos as trés hipdéteses do Teorema da Funcao Implicita,
temos que num aberto N C R? contendo (zg, o) = (1,2), existe uma funcio de classe
Cl,g: NCR? - R? g(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), tal que (3,5) = (ug,v0) = g(xo, yo) =

1,2) e

I (2, ), 9(a.9) = F((@ ), (e, ), (e, 9)) = (0,0) ¥ (2,9) € N.
Portanto, temos que existe uma vizinhanga do ponto (xg, yo, uo, vo) = (1,2,3,5), tal
que, nesta vizinhanca, u e v podem ser escritas em fungao de (z,y).

b) Adaptando a férmula apresentada no Teorema da Fungao Implicita, para este caso
em particular, temos que

9'(Xo) = g'(20,90)
ou ou
LT
= g/(172>: 9 P
52 a—y(1,2)
= — (Fy(Xo,9(X0)) ™ Fx(Xo,9(Xo))

)
(F(u v (o, yo),g(xo,yo)))fl
- (F(u,v)<<1= 2)7 (37 5)))

Flay) (%0, 90), 9(z0, o))
F(x,y)((l, 2)7 (37 5))

Como
oh o
Jr Oy 9 _1
FX(X,g(X))ZF(x7y)((x,y),(u,v))= - ( 0 1 )7
of, 0f,
Jor Oy
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segue que
s = -( 3>_1~<§ )
B _(ygg%g)(g4ﬁ)
B (—wg—ng)'

35\ "
Abaixo, temos o célculo de ( ) :

-2 0
35 :10 li ol -2 0 :0 1
(—2 0:0 1) - 35 1 O)
Li=—11/2 10 0 —1/2
- 3 5 1 0)
lo=—31 1 0:0 —1/2
- 05 :1 3/2)
lo=ly/5 10
h 1

0 —1/2
1/5 3/10
¢) Sabemos que a melhor transformagao afim que aproxima ¢ numa vizinhanga de
Xo = (20, 50) = (1,2) é dada por

0

L@wy_ng+yuay<§:é>.

Desta forma, temos que

He) = (§>+(—2/(5) —1%3)(5:;)

3+1(l’—1)
- 2 2 1
5—g($—1)—m(y—2)

Exemplo 14.4.5: Mostre que numa vizinhanga do ponto (0, 0), a equagao 2% —y> = 0
define uma tnica fungao diferenciavel y = g(x). Use este exemplo para verificar que
a condigao (ii) do Teorema da Fungao Implicita nao é necessdria para que a equagao
F(X,Y) =0 defina uma tunica fungao diferenciavel f tal que Yy = g(Xo).

Solucao: E imediato verificar que

P—yi=0 & P=2"ey=21>
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Desta forma, temos que a equacao z° — > = 0 define uma tnica funcao diferencidvel
y = g(x) = 2. Entretanto, ao tentarmos aplicar o Teorema da Fungao Implicita, nos
deparamos com um problema. Identificandon =1, m=1, X =z, Y =y, Xy, =0,
Yo =0,
F:Dom(F) C Rt — R?
(Jf,y) = F(‘Tay):xg_yg ’

vemos que, embora a primeira e a segunda condi¢oes do Teorema da Funcao Implicita
sejam satisfeitas, pois F' é uma fungao de classe C' e F(X,,Yy) = F(xg,y0) = F(0,0) =
0, temos que Fy (Xo, Yy) = F,(0,0) = 0, que nao ¢ inversivel.



